
IspitivaƬe funkcija, osnovna ,,teorija”

Materijal pripremio Benjamin Linus

IspitivaƬe funkcija moжemo razloжiti na slede²e delove:

1. Oblast definisanosti funkcije (ili domen funkcije)
2. Nule i znak funkcije
3. Parnost i periodiqnost funkcije
4. Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena
5. Asimptote funkcije
6. Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije
7. Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke funkcije
8. CrtaƬe grafika funkcije.

Sada ²emo se detaƩnije osvrnuti na svaki od ovih delova.

1. Oblast definisanosti funkcije (ili domen funkcije) Najqex²e ²e funkcija f koju
ispitujemo biti sastavƩena (preciznije matematiqki bi se reklo da je kompozicija) od
vixe elementarnih funkcija, tj. mogli bismo funkciju f da predstavimo kao f = g(h(x)).
Uglavnom ²e funkcija f biti definisana za iste vrednosti x kao i h, sem nekoliko izuze-
taka:

1. f(x) =
g(x)

h(x)
je definisan kada su definisane i g(x) i h(x) i kad je h(x) 6= 0;

2. f(x) = loga g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je g(x) > 0;

3. f(x) =
√

g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je g(x) ≥ 0
(isto vaжi i za bilo koji ”paran” koren: 4

√
, 6
√

. . . );

4. f(x) = tg g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je g(x) 6= kπ(k ∈ Z);
5. f(x) = ctg g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je g(x) 6= 2k + 1π

2 (k ∈ Z);
6. f(x) = arcsin g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je −1 ≤ g(x) ≤ 1;
7. f(x) = arccos g(x) je definisan kada je definisana i g(x) i kada je −1 ≤ g(x) ≤ 1.

2. Nule i znak funkcije Na ovom delu se ne²emo preterano zadrжavati jer se na neki naqin
podrazumeva sredƬoxkolsko znaƬe rexavaƬa kvadratnih, logoritamskih, eksponencijal-
nih, trigonometrijskih jednaqina i nejednaqina, kao i nejednaqina vezanih za racionalne
funkcije. Ovde ²emo se podsetiti samo najznaqajnije materije.

1. RexeƬa kvadratne jednaqine f(x) = ax2 + bx + c = 0 su x1,2 =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a
(i uzmimo

da je x1 < x2), a za znak imamo dva sluqaja u zavisnosti kakav je koeficijent a:
1oa > 0 funkcija f je pozitivna na intervalima (−∞, x1) i (x2,∞), a negativna na (x1, x2);
2oa < 0 f > 0 za x ∈ (x1, x2), a f < 0 za x ∈ (−∞, x1) ∪ (x2,∞).

2. Eksponencijalna funkcija ex je definisana na celom R = (−∞,∞) i tu je uvek poz-
itivna! Tj. f(x) = eg(x) > 0 za svako x iz domena D funkcije g(x), a f(x) = eg(x) = 0 i
f(x) = eg(x) < 0 se ne dexava nikad.

3. Za logoritamsku funkciju f(x) = ln g(x) vaжi da je f(x) = 0 kad je g(x) = 1, f(x) > 0
kad je g(x) > 1, a f(x) < 0 kad je 0 < g(x) < 1. Svaku drugu osnovu logaritma moжemo

svesti na osnovu prirodnog logaritma, tj. ln: loga g(x) =
ln g(x)

ln a
.

4. Dobro poznavaƬe trigonometrijskih funkcija zahteva mnogo vixe prostora, tako da
²emo se osvrnuti samo na inverzne trigonometrijske funkcije: f(x) = arcsin g(x) = 0 za
one vrednosti kad je g(x) = 0, f(x) > 0 kad je 0 < g(x) ≤ 1, a f(x) < 0 kad je −1 ≤ g(x) < 0.
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f(x) = arccos g(x) = 0 kad je g(x) = 1, f(x) > 0 kad je −1 ≤ g(x) < 1, a f(x) < 0 nije nikad.
f(x) = arctg g(x) = 0 kad je g(x) = 0, f(x) > 0 kad je g(x) > 0, a f(x) < 0 kad je g(x) < 0.
f(x) = arcctg g(x) je uvek pozitivno, tj. f(x) > 0 za svako x iz domena D funkcije g(x).

3. Parnost i periodiqnost funkcije Za funkciju f(x) kaжemo da je parna ako je f(−x) =
f(x) za svako x iz domena D (odre±enog pod 1). f(x) je neparna ako je f(−x) = −f(x)
za svako x iz domena D. Ako je funkcija parna ili neparna potrebno je to pokazati, a
ako nije ni parna ni neparna onda je dovoƩno na²i neku vrednost x = a ∈ D za koju je
f(−a) 6= f(a) i f(−a) 6= −f(a).

Za funkciju f(x) kaжemo da je periodiqna ako postoji broj T takav da je f(x) = f(x+T )
za svako za svako x iz domena D. NajmaƬi takav broj T oznaqava²emo sa ω i on se naziva
period funkcije f . Tako±e ako je funkcija periodiqna potrebno je to pokazati, a ako
nije to se moжe zakƩuqiti na osnovu prethodna tri dela ispitivaƬa funkcija (domena,
nula i znaka, graniqnih vrednosti).

4. Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena Ako se domen D moжe predstaviti
kao unija intervala oblika (a, b) potrebno je za svaki od tih intervala odrediti slede²e
dve graniqne vrednosti: lim

x→a+
f(x) i lim

x→b−
f(x). Ako je neka od vrednosti a i b beskonaq-

na, potrebno je odrediti odgovaraju²i beskonaqni limes, npr. ako je D = R odre±ujemo
lim

x→−∞

f(x) i lim
x→+∞

f(x). Ako imamo interval oblika (a, b] potrebno je odrediti lim
x→a+

f(x)

i vrednost f(b) i sliqno za [a, b). Nekad je potrebno koristiti i Lopitalovo pravilo
(moжe se primeniti samo na limese oblika 0

0 ili oblika ∞

∞
!).

5. Asimptote funkcije Imamo dve vrste asimptota: vertikalne i kose (horizontalne su
specijalni sluqaj kosih). Vertikalne asimptote se javƩaju kad imamo prekid u domenu:
prava x = a je vertikalna asimptota ako a ne pripada domenu, a bar jedan od limesa
lim

x→a+
f(x) i lim

x→a−

f(x) postoji i beskonaqan je (+∞ ili −∞). Leva kosa asimptota pos-

toji ako postoje slede²a dva limesa i konaqni su k = lim
x→−∞

f(x)

x
i n = lim

x→−∞

f(x) − k · x
(gde je k prvoodre±eni limes) i tada je leva kosa asimptota prava y = kx + n. Potpuno

sliqno desna kosa asimptota postoji ako postoje i konaqni su limesi k = lim
x→+∞

f(x)

x
i

n = lim
x→+∞

f(x)− k · x i tada je desna kosa asimptota prava y = kx + n. Ako se leva i desna

asimptota poklapaju (tj. to je ista prava) kaжemo da imamo obostranu asimptotu. Hor-
izontalna asimptota se javƩa kada je koeficijent k = 0 (sluqaj kada je neki od limesa
lim

x→−∞

f(x) ili lim
x→+∞

f(x) konaqan).

6. Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije Prema pravilima diferenciran-
ja se odredi prvi izvod f ′(x) funkcije f(x). DaƩa analiza se svodi na odre±ivaƬe nula
i znaka prvog izvoda: kada je f ′(x) = 0 imamo kandidata za ekstremum (maksimum ili
minimum). Na svakom od intervala na kome je f ′(x) > 0 za svako x imamo da je funkcija
rastu²a i to ²emo oznaqavati strelicom ր, a na svakom od intervala na kome je f ′(x) < 0
za svako x imamo da je funkcija opadaju²a, tj. ց. Sad se vra²amo na pitaƬe odre±i-
vaƬa ekstremuma: kandidat x = a je lokalni maksimum ako je do a funkcija f rastu²a, a
nakon a opadaju²a, ր a ց, a kandidat x = a je lokalni minimum ako je do a funkcija f

opadaju²a, a nakon a rastu²a, ց a ր i tu treba izraqunati vrednost funkcije, f(a) i tu
taqku oznaqavamo na grafiku. Ostala dva sluqaja (ց a ց i ր a ր) nisu ekstremi.
Veoma qesto se zaboravƩa da se ispita naqin kako (tj. pod kojim uglom) funkcija ”ulazi”
u neku taqku ili ”izlazi” iz Ƭe. Prvi od ta dva sluqaja se javƩa kada u nekom prekidu
x = a imamo da je lim

x→a−

f(x) konaqan (a drugi kada je za neki prekid x = a imamo da je

lim
x→a+

f(x) konaqan) i tada je koeficijent pravca tangente na krivu u okolini taqke (a, f(a)

dat sa k = lim
x→a−

f ′(x) (tj. lim
x→a+

f(x)).
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7. Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke funkcije Prema pravilima diferenciraƬa
se odredi drugi izvod f ′′(x) funkcije f(x) (to je prvi izvod ve² odre±ene funkcije f ′(x)).
DaƩa analiza se svodi na odre±ivaƬe nula i znaka drugog izvoda: kada je f ′′(x) = 0
imamo kandidata za prevojnu taqku. Na svakom od intervala na kome je f ′′(x) > 0 za svako
x imamo da je funkcija konveksna i to ²emo oznaqavati ∪, a na svakom od intervala na
kome je f ′′(x) < 0 za svako x imamo da je funkcija konkavna, tj. ∩. Prevojna taqka x = a je
ona gde se meƬa konveksnost. Isto kao i kod minimuma i maksimuma odre±ujemo vrednost
funkcije f(a) i tu taqku oznaqavamo na grafiku.

8. CrtaƬe grafika funkcije Na grafiku oznaqavamo (ako postoje) slede²e taqke: nule,
taqku (0, f(0)) (to je presek sa y−osom), minimume i maksimume, prevojne taqke, zatim
crtamo asimptote i graniqne vrednosti i na kraju sve to spojimo vode²i raquna o
monotonosti i konveksnosti.

Evo ovo ²e moжda nekome koristiti, imao sam otkucano pa sam dodao. Evo nexto jox
da vam napixem iz mog iskustva o ispitivaƬu funkcija. : −) Ispitati neke kompliko-
vanije funkcije zahteva dobro poznavaƬe dosta meterijala, ali moжda u svemu najve²i
problem je xto moжe da se pogrexi, i sa jednom grexkom, dosta stvari se onda ne uklapa,
i ne ispada dobro, tj dosta se dobije nekih pogrexnih rezultata. Sebe texko da moжete
da spreqite da pogrexite, ali moжete otkriti lako da ste pogrexili !!! Svaka taqka u
proveravaƬu, treba da se slaжe sa prethodnima, najboƩe je da ,,uporedite” znak funkcije,
limese, asimptote, monotonost i konveksnost. Pri crtaƬu grafika kao xto je napisano,
sve ono obeleжite i na kraju crtajte grafik, ja nisam neke stvari obeleжio jer nisam
crtao na papiru, pa treba dosta vixe vremena da se uradi, ali ono najbitnije jesam.
Samo jox nesto da dodam, to sam video da Ʃudi grexe, kada crtate asimptote, pa grafik
uz Ƭih, neko nacrtao grafik taqno preko asimptote, to NIJE ispravno, jer grafik i
asimptota nisu isto, i grafik NE treba ni u jednom delu da dodiruje asimptotu !

Sre²no Vam na ispitu : −) tj. Nam, jer sam i ja sa Vama : −)

Slede rexeƬa zadataka : −)

Ovde su rexeƬa zadataka koje je Tamara Koledin dala, nisam uradio posledƬa 3 jer
postoje u kƬizi! Mada sam ja ovde boƩe uradio nego oni tamo : −) ha ha ha, da me samo
quje Milan...Mogu²e je da sam negde pogrexio, ali mislim da moжda qak i nisam! Ako
jesam, onda je to zbog kopiraƬa, pa posle ako nexto ne promenim neki detaƩ, izvinite
za to! Ako uoqite neke grexke, javite mi se na forumu, pa ²u ih ispraviti. Molim vas
da se ne javƩate puno sa pitaƬima, kako si dobio ovo, kako ono : −) sve xto nisam mogao
napamet da rexim ja sam postupno napisao, tako da trebalo bi da je sve jasno !

Pozdrav
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1. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =
√

x2 − 1 − x − 1.

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija je definisana na intervalu, na kome je definisana√
x2 − 1, dakle D = (−∞,−1] ∪ [1,+∞)

2◦ Nule i znak:
√

x2 − 1 = x + 1 x > −1

x2 − 1 = x2 − 2x + 1 ⇒ x = −1

Znak, za x 6 −1, f(x) > 0, a za x > 1 f(x) < 0.

3◦ Parnost i periodiqnost: niti je parna, niti neparna, niti periodiqna

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena:

lim
x→−∞

√

x2 − 1 − x − 1 = +∞

lim
x→+∞

√

x2 − 1 − x − 1 = −1

f(−1) = 0 f(1) = −2

5◦ Asimptote funkcije: Funkcija nema vertikalnih asimptota. Desna kosa se vidi iz
prethodne taqke, dakle desna je horizontalna i y = −1. Leva:

k = lim
x→−∞

√
x2 − 1 − x − 1

x
= −2

n = lim
x→−∞

(
√

x2 − 1 − x − 1 + 2x) = −1

Dakle leva kosa asimptota postoji i to je prava y = −2x − 1.

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) =
2x

2
√

x2 − 1
− 1 =

x −
√

x2 − 1√
x2 − 1

Kako je
√

x2 − 1 uvek ve²e od nule, dobijamo da je za x 6 −1 f ′(x) < 0, dok se za x > 1
vidi da je f ′(x) > 0.

x 6 −1 x > 1
f ′(x) − +
f(x) ց ր

opada raste

Funkcija nema lokalnih ekstremuma.

7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =

(

1 − x√
x2 − 1

)

·
√

x2 − 1 − (x −
√

x2 − 1) · x√
x2 − 1

x2 − 1
=

=

(
√

x2 − 1 − x) −
(

x2

√
x2 − 1

− x

)

x2 − 1
=

√
x2 − 1 − x2

√
x2 − 1

x2 − 1
=

= − 1

(x2 − 1)
3
2
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Kako je za sve x za koje je definisana funkcija x2 − 1 > 0, zakƩuqujemo da je f ′′(x) < 0.

Dakle funkcija je na qitavom domenu konkavna, tj. izgleda otprilike ovako ∩. Funkcija
nema prevojnih taqaka.

Grafik funkcije: f(x) =
√

x2 − 1 − x − 1

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

y = −2x − 1

y = −1
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2. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = arctg
x2 + 1

x2 − 1
.

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija nije definisana za x = −1 i x = 1, pa je
D = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞).

2◦ Nule i znak: Nema nula, jer
x2 + 1

x2 − 1
nikada nije nula (za realne brojeve). Znak, kako je

uvek x2+1 > 0, dobijamo da znak zavisi samo od x2−1, pa je za x ∈ (−∞,−1)∪(1,+∞) f(x) >

0, a za x ∈ (−1, 1) f(x) < 0.

3◦ Parnost i periodiqnost: Funkcija je parna.

f(−x) = arctg
(−x)2 + 1

(−x)2 − 1
= arctg

x2 + 1

x2 − 1
= f(x).

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena:

lim
x→∞

arctg
x2 + 1

x2 − 1
=

π

4

lim
x→−1−

arctg
x2 + 1

x2 − 1
= lim

x→1+
arctg

x2 + 1

x2 − 1
=

π

2

lim
x→−1+

arctg
x2 + 1

x2 − 1
= lim

x→1−

arctg
x2 + 1

x2 − 1
= −π

2

Ovo ovako smem da pixem u pravoima jer je funkcija parna !

5◦ Asimptote funkcije: Iz prethodne taqke se vidi da funkcija nema vertikalnih asimp-
tota, jer na prekidima domena ne teжi beskonaqnosti. Ali ima obostranu horizontalnu

asimptotu, i to je prava y =
π

4
.

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) =
1

1 +

(

x2 + 1

x2 − 1

)2 · 2x(x2 − 1) − (x2 + 1)2x

(x2 − 1)2
=

=
(x2 − 1)2

2x4 + 2
· −4x

(x2 − 1)2
= − 2x

x4 + 1

Vidimo da znak zavisi samo od x, pa je

(−∞, 0) 0 (0,+∞)
f ′(x) + 0 −
f(x) ր ց

raste ekstremum opada

f(0) =
π

4
, Dobijamo da je lokalni maksimum taqka M

(

0,
π

4

)

.

7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) = −2(x4 + 1) − 2x · 4x3

(x4 + 1)2
=

2(3x4 − 1)

(x4 + 1)2

3x4 − 1 = 0 ⇒ x = ± 1
4
√

3
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Dobijamo

(

−∞,− 1
4
√

3

)

− 1
4
√

3

(

− 1
4
√

3
,

1
4
√

3

)

1
4
√

3

(

1
4
√

3
,+∞

)

f ′′(x) + 0 − 0 +
f(x) ∪ prevoj ∩ prevoj ∪

f(− 1
4
√

3
) = f(

1
4
√

3
) = arctg

1 +
√

3

1 −
√

3
= arctg(−2 −

√
3) = −75◦ = −5π

12

Dakle, imamo dve prevojne taqke P

(

− 1
4
√

3
,−5π

12

)

i R

(

1
4
√

3
,−5π

12

)

Grafik funkcije: f(x) = arctg
x2 + 1

x2 − 1

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

P R

y =
π

4
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3. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = x
√

2x − x2.

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija je definisana za one x, za koje je 2x− x2 > 0. Dobi-
jamo da je D = [0, 2].

2◦ Nule i znak: Znak, funkcija je uvek pozitivna, a nule su x = 0 i x = 2.

3◦ Parnost i periodiqnost: niti parna, niti neparna, niti periodiqna

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena: Na krajevima domena f(x) = 0.

5◦ Asimptote funkcije: Nema vertikalnih asimptota, a ni kosih !

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) =
√

2x − x2 + x
2 − 2x

2
√

2x − x2
=

2x − x2 + x − x2

√
2x − x2

=
−2x2 + 3x√

2x − x2
=

x(−2x + 3)√
2x − x2

(

0,
3

2

)

3

2

(

3

2
, 2

)

f ′(x) + 0 −
f(x) ր maks. ց

Dobijamo da je lokalni maksimum taqka M

(

3

2
,
3
√

3

4

)

.

7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =

(−4x + 3) ·
√

2x − x2 + (2x2 − 3x)
1 − x√
2x − x2

2x − x2
=

=
(−4x + 3) · (2x − x2) + (2x2 − 3x) · (1 − x)

(2x − x2)
3
2

=

=
2x3 − 6x2 + 3x

(2x − x2)
3
2

=
x(2x2 − 6x + 3)

(2x − x2)
3
2

(

0,
3 −

√
3

2

)

3 −
√

3

2

(

3 −
√

3

2
, 2

)

2x2 − 6x + 3 + 0 −
f ′′(x) + 0 −
f(x) ∪ prevoj ∩

Kako je f

(

3 −
√

3

2

)

≈ 0, 59 dobijamo da je prevojna taqka P

(

3 −
√

3

2
, 0, 59

)

Sa ovim korenima nisam mogao da se izborim, pa ako neko dobije nexto lepo, neka mi
javi...
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Grafik funkcije: f(x) = x
√

2x − x2

0 1 2

1

2

M

P
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4. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = 3
√

3x − x3.

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija je definisana za sve x ∈ R.

2◦ Nule i znak: Kako je f(x) = 3
√

x(3 − x2), dobijamo tri nule, x = 0 i x = ±
√

3. Sada znak
funkcije:

(−∞,−
√

3) −
√

3 (−
√

3, 0) 0 (0,
√

3)
√

3 (
√

3,+∞)
x − − − 0 + + +

3 − x2 − 0 + + + 0 −
f(x) + 0 − 0 + 0 −

3◦ Parnost i periodiqnost: Funkcija je neparna!

f(−x) =
3
√

−3x + x3 = − 3
√

3x − x3 = −f(x)

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena:

lim
x→−∞

3
√

3x − x3 = +∞

lim
x→+∞

3
√

3x − x3 = −∞

5◦ Asimptote funkcije: Vertikalnih asimptota nema, jer nema prekida domena. Kose
asimptote ima, tj. ona ustvari mora biti obostrana jer je funkcija neparna, a na²i ²u
je preko Maklorenovog razvoja, tako je brжe i zbog neqega boƩe, vide²ete zaxto!

x → ∞, f(x) = (3x − x3)
1
3 = −x

(

1 − 3

x2

)

1

3

= −x ·
(

1 − 1

3
· 3

x2
+ o

(

1

x2

))

=

= −x +
1

x
+ o

(

1

x

)

Iz posledƬeg se vidi da je obostrana asimptota prava y = −x. Ja sam razvio namer-

no jedan qlan vixe da bih sada dobio jedan qlan koji teжi nuli, tj mislim na
1

x
, i

on ne utiqe na asimptotu, ALI govori o tome da li se grafik nalazi ispod ili iznad
asimptote!!! Ako je pozitivan, onda je iznad, ako je negativan onda ispod! Znaqi kada
x → +∞ tada je grafik iznad asimptote, a kada x → −∞ grafik je ispod asimptote! Evo
zbog ovoga je boƩe ovako raditi, ovu pomo² ne dobijate kada traжite pomo²u limesa,
ona prvenstveno sluжi da vam pokaжe da li ste pogrexili i da li se rezultati uklapa-
ju! Ja kada god moжe radim ovako, jer je boƩe i kra²e, meni i lakxe, a vi kako ho²ete..: −)

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) =
1

3
· 3 − 3x2

(3x − x3)
2
3

=
1 − x2

(3x − x3)
2
3

(−∞,−1) −1 (−1, 1) 1 (1,+∞)
f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ց min. ր maks. ց

Dobijamo da je lokani minimum za x = −1, f(x) = − 3
√

2, dok je lokalni maksimum za
x = 1, f(x) = 3

√
2.
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7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =

−2x(3x − x3)
2
3 − (1 − x2) · 2

3
· 3 − 3x2

(3x − x3)
1
3

(3x − x3)
4
3

=

−2x(3x − x3) − 2 · (1 − x2) · (1 − x2)

(3x − x3)
5
3

= − 2x2 + 2

(3x − x3)
5
3

Izraz u brojiocu je uvek pozitivan, a izraz u imeniocu istog je znaka kao i sama
funkcija, ali zbog onog minusa ispred samo se sve okrene, dakle na osnovu taqke 2◦

dobijamo slede²e:

(−∞,−
√

3) −
√

3 (−
√

3, 0) 0 (0,
√

3)
√

3 (
√

3,+∞)

(3x − x3)
5
3 + 0 − 0 + 0 −

f ′′(x) − + − +
f(x) ∩ prevoj ∪ prevoj ∩ prevoj ∪

Dobijamo tri prevojne taqke, P1(−
√

3, 0), P2(0, 0) i P3(
√

3, 0).

Grafik funkcije:

0 1 2 3 4 5 6−1−2−3−4−5−6
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5. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = 3
√

x − 3
√

x + 1.

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija je definisana za sve x ∈ R.

2◦ Nule i znak: Nema nula. Znak, uvek je f(x) < 0.

3◦ Parnost i periodiqnost: Niti parna, niti neparna, niti periodiqna

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena:

lim
x→∞

f(x) = 0

5◦ Asimptote funkcije: Vertikalnih asimptota nema, a iz prethodne taqke se vidi da
je prava y = 0 obostrana horizontalna asimptota.

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) =
1

3
·
(

1

( 3
√

x)2
− 1

( 3
√

x + 1)2

)

(−∞,−1) −1

(

−1,
1

2

)

1

2

(

1

2
, 0

)

0 (0,+∞)

f ′(x) − nije def. − 0 + nije def. +
f(x) ց ց min. ր ր

Dobijamo da je lokalni minimum za x =
1

2
, f

(

1

2

)

= −2 3

√

1

2
.

7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =
2

9
·
(

1

( 3
√

x + 1)5
− 1

( 3
√

x)5

)

(−∞,−1) −1 (−1, 0) 0 (0,+∞)
f ′′(x) − nije def. + nije def. −
f(x) ∩ prevoj ∪ prevoj ∩

Funkcija ima dve prevojne taqke P1(−1,−1) i P2(0,−1).
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Grafik funkcije: f(x) = 3
√

x − 3
√

x + 1
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6. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = ln(1 + e2x) + 2 arctg e−x.

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija je definisana za sve x ∈ R.

2◦ Nule i znak: Za sve x f(x) > 0, nula nema!

3◦ Parnost i periodiqnost: Niti parna, niti neparna, niti periodiqna

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena:

lim
x→−∞

f(x) = π

lim
x→+∞

f(x) = +∞

5◦ Asimptote funkcije: Vertikalnih asimptota nema! Iz prethodne taqke se vidi da je
prava y = π leva horizontalna asimptota. Sada jox da na±emo desnu kosu:

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

ln(1 + e2x) + 2 arctg e−x

x

L. p.
= lim

x→+∞

2e2x

1 + e2x
− 2e−x

1 + e−2x
= 2

Poxto sam ovde traжio f ′(x), tj krajƬi izraz je ustvari to, onda ²u to iskoristiti u
slede²oj taqki.

n = lim
x→+∞

(f(x) − 2x) = lim
x→+∞

(ln(1 + e2x) + 2 arctg e−x − 2x) = lim
x→+∞

((ln(1 + e2x) − ln e2x) =

= lim
x→+∞

ln
1 + e2x

e2x
= 0

Konaqno dobijamo da je desna kosa asimptota prava y = 2x.

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) =
2e2x

1 + e2x
− 2e−x

1 + e−2x

(−∞, 0) 0 (0,+∞)
f ′(x) − 0 +
f(x) ց min. ր

Funkcija ima lokalni minimum za x = 0, f(0) = ln 2 +
π

2
≈ 2, 17.

7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =
4e2x(1 + e2x) − 2e2x · e2x

(1 + e2x)2
− −2e−x(1 + e−2x) − 2e−x(−2e−2x)

(1 + e−2x)2
=

=
4e2x

(1 + e2x)2
− 2e−3x − 2e−x

(1 + e−2x)2

Za x = − ln(1 +
√

2), f ′′(x) = 0
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Dobijamo smede²e:

(−∞,− ln(1 +
√

2)) − ln(1 +
√

2) (− ln(1 +
√

2),+∞)
f ′′(x) − 0 +
f(x) ∩ prevoj ∪

Dakle prevojna taqka je P (− ln(1 +
√

2), f(− ln(1 +
√

2))). Kada se to malo sredi dobije

se P (− ln(1 +
√

2), ln(4 + 2
√

2) +
3π

4
), tj priblizno dobijamo P (−0, 9 2, 5).

Grafik funkcije: f(x) = ln(1 + e2x) + 2 arctg e−x
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7. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = xe
1
x .

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija nije definisana u nuli, D = R \ {0}.

2◦ Nule i znak: Poxto je eksponencijalna uvek pozitivna, onda znak zavisi samo od x,

znaqi za x < 0 f(x) < 0, a za x > 0 f(x) > 0. Nule nema.

3◦ Parnost i periodiqnost: niti parna, niti neparna, niti periodiqna

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena: Mogu i sada da razvijem pa ²u
to ovde uraditi.

xe
1
x = x ·

(

1 +
1

x
+

1

2x2
+ o

(

1

x2

))

= x + 1 =
1

x
+ o

(

1

x

)

Sada se vidi da je

lim
x→−∞

f(x) = −∞

lim
x→+∞

f(x) = +∞

Tako±e je i

lim
x→0−

xe
1
x = 0

lim
x→0+

xe
1
x = +∞

5◦ Asimptote funkcije: Funkcija ima prekid u taqki x = 0, pa u Ƭenoj okolini pos-
toji mogu²nost za vertikalnim asimptotama. Iz prethodne taqke se vidi da postoji
vertikalna asimptota (zbog desnog limesa u nuli) i to je prava x = 0. Tako±e se iz
prethodne taqke vidi da je prava y = x + 1 obostrana kosa asimptota! Kada x → −∞ onda
je grafik ispod asimptote, a kada x → +∞ grafik je iznad.

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) = e

1

x ·
(

1 − 1

x

)

Prvi izvod zavisi samo ov ovog izraza u zagradi, dobijamo

(−∞, 0) 0 (0, 1) 1 (1,+∞)
(

1 − 1

x

)

+ nije def. − 0 +

f ′(x) + nije def. − 0 +
f(x) ր nije def. ց min. ր

Dakle, taqka M(1, e) je lokalni minimum funkcije.
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7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) = −e

1

x · 1

x2
·
(

1 − 1

x

)

+ e

1

x · 1

x2
=

e

1

x

x3

(−∞, 0) 0 (0,+∞)
f ′′() − nije def. +
f(x) ∩ nije def. ∪

Funkcija nema prevojnih taqki.

Grafik funkcije: f(x) = xe

1

x
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8. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) =
lnx − 1

lnx − 2
.

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija nije definisana za x = e2, pa je D = (0, e2)∪(e2,+∞).

2◦ Nule i znak: Ima jednu nulu x = e. Znak:

(0, e) e (e, e2) e2 (e2,+∞)
lnx − 1 − 0 + + +
lnx − 2 − − − 0 +

f(x) + 0 − nije def. +

3◦ Parnost i periodiqnost: niti parna, niti neparna, niti periodiqna.

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena:

lim
x→0+

f(x) = 1

lim
x→e2−

f(x) = −∞

lim
x→e2+

f(x) = +∞

lim
x→+∞

f(x) = 1

5◦ Asimptote funkcije: Funkcija ima vertikalnu asimptotu, i to je prava x = e2, dok
je desna horizontalna asimptota, prava y = 1.

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) =

lnx − 2

x
− lnx − 1

x
(lnx − 2)2

= − 1

x(lnx − 2)2

Za sve x za koje je funkcija definisana f ′(x) < 0, dakle funkcija ց, opada. Nema
lokalnih ekstremuma.

7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =
(lnx − 2)2 + 2x(ln x − 2) · 1

x
x2(ln x − 2)4

=
lnx

x2(ln x − 2)3

(0, 1) 1 (1, e2) e2 (e2,+∞)
lnx − 0 + + +

(lnx − 2)3 − − − 0 +
f ′(x) + 0 − nije def. +
f(x) ∪ prevoj ∩ nije def. ∪

Dobijamo da je prevojna taqka P

(

1,
1

2

)

.

18



Grafik funkcije: f(x) =
lnx − 1

lnx − 2
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9. Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije f(x) = (x − 1) ln

(

1 − 1

x

)

.

1◦ Oblast definisanosti: Funkcija nije definisana na intervalu [0, 1].
Dakle D = (−∞, 0) ∪ (1,+∞).

2◦ Nule i znak: Nula nema. Znak:

(−∞, 0) (1,+∞)
x − 1 − +

ln

(

1 − 1

x

)

+ −
f(x) − −

Funkcija je na celom svom domenu, negativna, f(x) < 0.

3◦ Parnost i periodiqnost: Niti parna, niti neparna, niti periodiqna.

4◦ Graniqne vrednosti funkcije na krajevima domena:

x → ∞ f(x) = (x − 1) ·
(

− 1

x
− 1

2x2
+ o

(

1

x2

))

= −1 +
1

x
− 1

2x
+ o

(

1

x

)

= −1 +
1

2x
+ o

(

1

x

)

Dobijamo da je lim
x→∞

f(x) = −1.

lim
x→0−

f(x) = −∞

lim
x→1+

f(x) = 0

5◦ Asimptote funkcije: Vertikalna asimptota je prava x = 0. Obostrana horizontalna
asimptota je prava y = −1. Kada x → −∞ grafik je ispod prave, a za x → +∞ grafik je
iznad prave.

6◦ Prvi izvod, monotonost i lokalni ekstremi funkcije:

f ′(x) = ln

(

1 − 1

x

)

+ (x − 1)
x

x − 1
· 1

x2
= ln

(

1 − 1

x

)

+
1

x

Za sve x iz domena f ′(x) < 0, dakle funkcija na celom domenu opada (ց).

7◦ Drugi izvod, konveksnost i prevojne taqke:

f ′′(x) =
x

x − 1
· 1

x2
− 1

x2
=

1

x2
·
(

x

x − 1
− x − 1

x − 1

)

=
1

x2(x − 1)

(−∞, 0) (1,+∞)
f ′′(x) − +
f(x) ∩ ∪

Funkcija nema prevojnih taqaka.
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Grafik funkcije: f(x) = (x − 1) ln
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